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От треугольника к правильному многоугольнику
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Рассмотрим следующую задачу.
Задача 1. Из вершин А и С равнобедренного треугольника АВС (АВ=ВС) с углом при вершине В равным 20° проводятся две прямые до пересечения со сторонами треугольника соответственно в точках D и E так, что угол CAD равен 60°, а угол ACE равен 50°. Определить угол АDЕ.
Решение 1.  Достроим треугольник АВС до правильного 18-угольника ACC1C2C3…C15C16 так, чтобы точка В была центром этого 18-угольника. Теперь решение очевидно: точка D является пересечением прямых АС6, СС9 и С1С12, а точка Е – пересечением прямых СС12, С4С16 и АС8. Отрезок ВС1 перпендикулярен отрезку С4С16 (диагонали ромба ВС4С1С16). Так как углы DBC1 и DC1B равны, треугольник DBC1 – равнобедренный, а, значит, D лежит на С4С16, как и точка Е. Угол АDЕ равен углу между прямыми АС6 и С4С16, а его легко найти, он равен 30°.

Набросок решения 2. Из вершины С проведём прямую, пересекающую отрезок АВ в точке R и составляющую угол 60° с прямой АС. Она пересекает AD в точке М. Докажите, что ∆DEM=∆DER. Из этого будет следовать, что углы EDA и EDR равны, а их сумма равна 60°, значит, угол EDA равен 30°.

Второе решение многим может показаться проще, а первое – надуманным. На самом деле, первое решение даёт общий способ для решения целого класса задач, для многих из которых не так просто придумать какое-то другое решение. 
Общая задача. Рассмотрим треугольник ABC, у которого известны все углы. Пусть P – некоторая точка внутри треугольника, и заданы углы PAC и PCA. Требуется найти угол BPC. 
Для решения такой задачи можно попробовать найти правильный многоугольник, для которого A, B, C – какие-то три его вершины, а отрезки AP, CP лежат на его диагоналях. Хочется, чтобы отрезок BP тоже лежал на одной из диагоналей многоугольника. Так как угол между диагоналями правильного многоугольника легко ищется, задача сведётся к доказательству того, что три заданные диагонали правильного многоугольника пересекаются в одной точке.
Доказательство того, что три диагонали правильного многоугольника пересекаются в одной точке, часто оказывается не слишком простым. Однако далее мы разовьём технику, позволяющую серьёзно упростить этот процесс.
Для начала напомним хорошо известный геометрический факт.

Теорема 1. (Теорема Чевы в синусах.) Пусть дан треугольник АВС и точки A1, B1, C1 на сторонах BC, AC и AB соответственно. Отрезки AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда
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.
Теперь проверка того, что три диагонали пересекаются в одной точке, может быть сведена к проверке тригонометрических тождеств. Мы же пойдём по чисто геометрическому пути.
Пусть дан правильный n-угольник 
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) в одной точке. Поставим в соответствие каждой такой задаче набор из пары троек чисел: 
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Заметим, что, обратно, задачу о пересечении диагоналей можно восстановить, исходя из набора 
[image: image8.wmf]}]

,

,

{

},

,

,

[{

m

l

k

c

b

a

, где 
[image: image9.wmf]n

m

l

k

c

b

a

=

+

+

+

+

+

. 
Число n будем называть длиной набора. Будем называть набор длины n хорошим, если три соответствующие ему диагонали правильного n-угольника пересекаются в одной точке. Из теоремы 1 сразу вытекают следующие утверждения:
Следствие 1. Если набор 
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 – хороший, то любая перестановка чисел внутри одной фигурной скобки оставляет набор хорошим.
Следствие 2. Если множества 
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Учитывая следствие 1, не будем различать наборы, отличающиеся перестановкой чисел в фигурных скобках, имея в виду, однако, что им соответствуют разные наборы диагоналей. 
Теорема 2. 

(1) Пусть a и k – чётные, 
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(2) Пусть 
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(3) Пусть 
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(4) Пусть 
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Доказательство. 
(1) Пусть набор 
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 – хороший. Рассмотрим диагонали правильного n-угольника, отвечающие набору 
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, в соответствии с рисунком, который приведён далее (там изображена окружность, описанная около n-угольника; буквы обозначают число сторон n-угольника, лежащих на соответствующей дуге). Второй набор получается из первого переходом по стрелке от левого чертежа к правому. Легко видеть, что новые диагонали на чертеже справа тоже пересекаются в одной точке, т.к. голубые треугольники на рисунках подобны, а соответствующие диагонали образуют одинаковые углы с соответственными сторонами треугольников. В обратную сторону тоже ясно.
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(2) Это просто явная запись обратного перехода в (1).

(3) Легко вывести из следующего рисунка:
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(4) Это просто явная запись обратного перехода в (3).

Отметим, что в решении 1 задачи 5 мы фактически доказывали, что набор  
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 – хороший. С помощью развитой нами теории это делается теперь элементарно. А именно, рассмотрим хороший по следствию 2 набор 
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 и применим к нему пункт (1) теоремы 2.

В качестве других примеров рассмотрим следующие задачи.
Пусть P – внутренняя точка равнобедренного треугольника ABC (AB=BC), 
[image: image35.wmf]Ð

ABC=80°. Требуется найти угол BPC, если:

Задача 2.  (XVIII Турнир Городов) РАС=40°, ACP=30°;
Задача 3. (Курчатовская Олимпиада, 2004 год) РАС=30°, ACP=10°;
Задача 4. РАС=10°, ACP=20°;
Задача 5. РАС=40°, ACP=20°.
В каждой из этих задач можно вписать треугольник АВС в правильный 18-угольник (см. рисунки).
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Получаем, что задачи 2 и 4 сводятся к хорошему набору 
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, задачи 3 и 5 – к набору 
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, про который мы тоже скоро установим, что он хороший.
Замечание. На самом деле, эквивалентность задач 2 и 4, как и задач 3 и 5 следует из свойств изогонального сопряжения, см. [1].
Вообще, изучим подробнее правильный 18-угольник. Проведём в нём все диагонали. На рисунке, приведённом далее, красным выделены все точки пересечения трёх или более диагоналей, попавшие в голубой сектор. Для того, чтобы доказать, что соответствующие диагонали, действительно, пересекаются в одной точке, надо будет проверить, что все следующие наборы хорошие: 
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Это можно доказать, например, следующими переходами от наборов, про которые мы знаем, что они хорошие, к новым хорошим наборам:
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Из сказанного легко вывести полную классификацию хороших наборов длины 18.

Теорема 3. Хорошими наборами длины 18 с точностью до перестановок чисел внутри одной из фигурных скобок являются: 
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Таким образом, для определения того, пересекаются ли три диагонали правильного 18-угольника в одной точке, следует построить по ним соответствующий набор и сравнить его с наборами из списка в теореме 3.

Возвращаясь к основной задаче, обсудим ещё один момент. Да, вписать треугольник ABC в правильный многоугольник мы сможем, но как понять, какой диагонали соответствует прямая BP? Математика этот вопрос может поставить в тупик, как в известном анекдоте:
Звонок в деканат математического факультета. Трубку берёт замдекана. 

Звонящий: Как построить угол 50 градусов? 

Замдекана, прикрыв трубку рукой, начинает размышлять: "50 градусов - это что-то около одного радиана..." Потом он стал вспоминать про π и про длину окружности. Рядом сидел другой замдекана. Он сказал, что линейкой и циркулем не построить. 

В этот момент входит декан. Спрашивают у него. 

Декан берёт трубку: А кто говорит? 

Звонящий: С факультета филологии. 

Декан: Возьмите транспортир!

На самом деле, в нашей ситуации совет такой же. Аккуратно начертите, возьмите транспортир и померьте угол ВРС.

100°?

Закончим статью задачей для шизофреников. Тут даже транспортир может легко привести к неверному ответу.
Задача 6. Рассмотрим такой треугольник ABC, что 
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. Найти угол BPC. 
Решение. Достроим треугольник АВС до правильного 360-угольника. Мы не будем следовать примеру Вики, которая пыталась изображать правильный 257-угольник (http://ru.wikipedia.org/wiki/Правильный_257-угольник) и даже правильный 65537-угольник (http://ru.wikipedia.org/wiki/Правильный_65537-угольник), а ограничимся замечанием, что так мы сведём задачу к проверке того, что набор 
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Этот набор можно получить из заведомо хорошего так:
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Получим, что угол ВРС равен 
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Вопросы.
1. Найти преобразования наборов, не перечисленные в теореме 2, которые позволяют переходить от хорошего набора к хорошему. Например, рассмотрите для этого в случае чётного n точки пересечения пяти диагоналей, одна из которых – диагональ наибольшей возможной длины.

2. Решите задачи 2-5 (6?!)
а) тригонометрически;

б) геометрически, не используя игру с диагоналями 18-угольника. 
3. Докажите следующую теорему:

Теорема. Максимальное количество диагоналей правильного n-угольника, пересекающихся в одной точке, отличной от центра, ограничивается числом:

2, если n нечетно;

3, если n четно и не делится на 6;

5, если n делится на 6 и не делится на 30;

7, если n делится на 30.
4. С помощью теоремы 2 классифицируйте хорошие наборы длины n для каких-нибудь других n.
5. Верно ли, что для любого n с помощью теоремы 2 можно из наборов вида 
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 получить все хорошие наборы?
6. Какая тригонометрия стоит за преобразованиями из теоремы 2?
7. Можно рассматривать тройки диагоналей, пересекающиеся за пределами правильного многоугольника и соответствующие этим тройкам наборы. Развить теорию в этом случае.
Автор знает ответы далеко не на все перечисленные вопросы. Буду рад обсуждению этих вопросов, как и любых вопросов, связанных с этой статьёй, по e-mail: pechnik@proc.ru. 
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